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1. GIRIS

Diferansiyel denklemlerin genis uygulama alanina sahip oldugu bilinmektedir. Bu nedenle
her denklemin ¢dziimiinii bilmek istememiz dogaldir. Ancak ¢ok az sayidaki denklem
tiplerinin elemanter c¢oziimlerini elde edebilme gergegi arastirmacilari, denklemin
¢Ozlimiinii elde etmeksizin verilen denklemden hareketle c¢oziimlerin Ozelliklerini
arastirmaya yoneltmistir. Bu anlamda ¢oziimlerin salinimliligi, salinimsizligi, siirliligi,
kararlilig1 ve uzun zaman davranist gibi kalitatif incelemeler literatiirde yer alan pek ¢ok
calismanin konusu olmustur. ikinci basamaktan diferansiyel denklemlerin salmimlilik ve
salimimsizlik problemi iizerine son yillarda ¢ok ilgi duyulmus ve bu konuda yapilan
bilimsel yayimnlarla olduk¢a genis bir literatiir meydana gelmistir. Ancak, ii¢lincii
basamaktan diferansiyel denklemlerin salinimliligi ve salinimsizligina iliskin ¢alismalara

bakildiginda ikinci basamaktaki kadar genis bir literatiire sahip degildir.

Tezde Once, amaca yonelik temel kavramlar ve bazi teoremlere yer verilecektir. Daha
sonra tglincii basamaktan baz1 denklemler tanitilacak ve bu denklemlerinin ¢dziimlerin

salimimliligina iliskin bir dizi 6nemli sonuglar sunulacaktir.

Dérdiincii boliimde yakin zamanda Shoukaku [1] tarafindan ele alinant >0 igin {iglinci

basamaktan
y"(t)+at)y"(t) +b(t)y'(t) + ici O, (y(o; (1)) =0

denklemi tlizerinde agirlikli olarak durulacak ve ¢alismada yer alan sonuglar ayrintili olarak
tanitilacaktir. Bu sonuglarda hatalar uyarilar seklinde verilecektir.Besinci boliimde de
dordiincii boliimdeki ¢alismada yer alan bu hatalara deginilecek ve yeni bir kosul Onerisi

verilerek bu hatalar dizeltilecektir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Diferansiyel denklem kurami, vektor fonksiyonlarinin {stiin yanlar1 nedeniyle en iyi
bicimde birinci basamaktan esdeger bir sistem ile incelenir ve irdelenir. Her basamaktan
lineer denklem ve en yiiksek basamaktan tiirevi digerleri cinsinden yazilabilen her lineer

olmayan diferansiyel denklem

X' = F(t,x) (2.1)

bi¢iminde yazilir. y bilinmeyen skaler fonksiyon olmak tizere, n>1 igin n-inci

basamaktan

yO =Gy, Y,y y" )
diferansiyel denklemine,

(n-1)

=Y, %=Y, %=y, X =Y

degisken degisimi yapilirsa

X =X,

X; =X

1

Xna = X,

r_ oy _

n=Y —G(t,Xl,Xz,Xe,,..-,Xn_l,Xn)

sistemi elde edilir. Bu sistem

X = (X, Xopeer X )y X = (X[, X500, X[ ),

F(t,x) =(f,(t,x), f,({ X),..., f (X))
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olmak lzere

x'=F(t,x)

bi¢ciminde yazilabilir. Ayrica baslangi¢ kosullar

X(to) = (Xl(t0)7 X, (to)l---’ X, (to)) = (Y(to)n y'(to)’---: y(n_l) (to)) =X

seklinde yazilabileceginden birinci basamaktan

X' =F(t,X), x(t,) =X, (2.2)

baslangi¢ deger problemi elde edilir.

Buna gore oldukca genis bir denklem smnifi igeren ve genelde X = X(t) bilinmeyen n-
boyutlu bir vektdr fonksiyonu F(t,X) de R™ in bir alt kiimesinden R" igine bir doniisiim
olmak {izere sadece birinci basamaktan X =F(t,X) denklemini gdz oOniine almak
yetecektir. n=1 oldugunda X' = F(t,x) denklemi birinci basamaktan skaler diferansiyel

denklem, n>1 oldugunda sistem veya yiiksek basamaktan denklemleri i¢eren vektor
diferansiyel denklemidir. Bu nedenle diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin varligi ve

tekligine iliskin Varlik ve Teklik Teoremi X' = F(t,X) denklemi iizerine kurulur.

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu kesimde, yeri geldik¢e kullanilacak bazi énemli tanim, teorem ve Sonuclar iizerinde

durulacaktir. [2-6].

2.1.1. Tanim

Qc R™ agik irtibatl bir kiime olmak iizere (t,x(t)) € Q, X(t,) = X, ,X tiirevlenebilir ve t,
1 kapsayan bir | arahiginda her tel icin X'(t) = F(t,X(t)) denklemini 6zdes olarak

saglayan X = X(t) fonksiyonuna, | iizerinde Es. 2.2 nin bir ¢dziimii denir.
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Es. 2.2 baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiine iligskin olarak iki temel yapiya dayali Varlik

ve Teklik Teoremleri vardir. Bunlardan biri, bir bélgede 1=12,..,n i¢in Z—F
X

fonksiyonlarmmn siirekliligine, digeri de aym bolgede F(t,Xx) fonksiyonunun Lipschitz

Kosulunu saglamasi durumuna dayanir.

2.1.2. Tanim

F:R"™ 5> R" vektor degerli fonksiyonuna, R™* in n+1 boyutlu
D ={(t.) = (t. X, Xy, %,) [t —To| < o, [ %, —@)| <15, [X, — 8 [ <1}
bolgesinde her (t,X),(t,y) € D i¢in

IF &0~ )l =Ky

olacak sekilde pozitif bir kK sayis1t mevecut ise D bolgesinde Lipschitz kogulunu sagliyor

denir.

Buradaki norm Euclidean Normu olabilecegi gibi, amaca yonelik olmak {izere baska

normlar da olabilir.

2.1.1. Teorem

F fonksiyonu, R"" de kapsanan D bolgesinde siirekli ve Lipschitz kosulunu saglasin. Bu

durumda D de her (t,,X,) noktasma karsihik X' = F(t,X) denkleminin x(t,) = X, kosulunu

saglayan bir tek X = X(t) ¢dziimii vardir.

2.1.2. Teorem

Fve i=12,..,n icin 2—F fonksiyonlar;, R™ de kapsanan D bélgesinde siirekli olsun. Bu
X.



durumda D de her (t,,X,) noktasma karsiik X" = F(t,x) denkleminin x(t,) = X, kosulunu

saglayan bir tek X = X(t) ¢dziimii vardir.
Dikkat edilirse yukaridaki teoremler Es. 2.2 probleminin ¢6ziimiine iliskin Lokal Varlik ve

Teklik teoremleridir. Es. 2.2 probleminin ¢oziimlerinin kalitatif incelenmesi igerisinde yer

alan salinimlilik, kararlilik ve sinirlilia iliskin incelemeler i¢in ¢dziimlerin global varligi,
ornegin; t, 20 olmak iizere [to,oo) araliginda ¢oziimlerin varligi onemlidir. Simdi buna

iliskin temel bazi1 sonuglar1 verelim.

2.1.3. Teorem

R* = [0,00) olmak iizere g(t,u), her sabit teR" icin u ya gére monoton azalmayan ve

g eC(R"xR",R") olmak iizere her (t,X) e R"xR" i¢in

[F(t.] < gt.[x

ve F eC(R"xR",R") olsun. Ayrica, her t, >0 ve u, >0 igin

u'= gt ), ulty) =,

skaler baglangi¢ deger probleminin t>t, i¢in bir u(t) =u(t,t,,u,) ¢oziimiine sahip
oldugunu kabul edilsin. Bu durumda, ||x,| <u, olacak sekildeki her x, e R" ve t>t; igin

[x(t)[| < u(t) yi saglayan Es. 2.2 probleminin en az bir x(t) = x(t,t,,%,) ¢6ziimii vardir.

2.1.1. Sonug

a(t) ve b(t), R* da negatif olmayan siirekli fonksiyonlar olmak iizere (t,x)eR"xR"

i¢in

|F t, x)|| < at)||x]+ b(t)



ve F e C(R"xR",R") olsun. Ayrica U(t), U, >0 igin |x,||<u, olacak sekilde

u’=a(t)u+b(t), u(t,)=u,

baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda Es. 2.2 baslangi¢ deger

problemi her t >, i¢in bir X(t) ¢dziimiine sahiptir.

2.1.2. Sonug

S ={(t,x) e R?:|t| <oo,|x| <oc} olsun. f:S >R siirekli ve f,

S, ={(t,x) e R?:]t| <a,|x| <0}

serit bolgede Lipschitz kosulunu saglasin. Bu durumda (t,,X,) € S, olmak iizere
X"'=f(t,x), x(t,)=X,

baslangi¢ deger problemi —a<t<a araliginda tanimh bir tek ¢6ziime sahiptir. Eger

a — o0 ise ¢oziim her t € R i¢in tanimlidir.

2.1.3. Tanim

Bir y(t) :[To,oo)—>]R ¢coziimill, t =T, i¢in keyfi sayida yeterince biiyiikk sayida biyiik
sifirlara sahip ise yani; limt =oo olacak sekilde ¢oziimiin sifirlarimin bir {t,} dizisi

mevcut ise ¢oziime salmimlidir denir. Ugiincii basamaktan bir diferansiyel denkleminin en

az bir ¢ozlimii salinimli ise denkleme salinimli denklem denir.

2.1.4. Tanim

y(t) ¢Ozimii, salimml degilse salmimsizdir. Salinimsiz bir y(t) ¢oziimiine, t>T, i¢in

y(t) >0 (y(t)<0) olacak sekilde yeterince biiyiik bir reel T, sayist mevcut ise pozitif

¢Ozlim (negatif ¢oziim) denir.






3. UCUNCU BASAMAKTAN BAZI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERININ SALINIMLILIGI

3.1, y"(t)+a(t)y"(t)+ bt)y'(t)+ c(t)y(t) =0 Denkleminin Coziimiiniin Salinimhihg:
Bu boliimde tiglincii basamaktan
y"(t)+a(t)y"(t) +b(t)y'(t) +c(t)y(t) =0 31)

denkleminin ¢6ziimlerinin  salimimliligr ile ilgili sonuglar verilmistir. Burada

a(t) e C*([ty, ], R), b(t) e C*([ty, ), R), c(t) e C([ty, ), R) ve t, e R" dir.
3.1.1. a(t)>0, b(t)<0 ve c(t)>0 Durumu
3.1.1. Teorem [7, Teorem 8]

a'(t) <0 olsun. Eger

2a’(t) a(t)b(t) (2 (a(1)

> . +c(t)—3\/§( . —b(t)j ]dt:oo

S ey 8

ise Es. 3.1 denklemi salinimlidir.

3.1.2. Teorem [8]

b(t)—a'(t) <0 olsun. Eger

T 2a’(t) a(t)b(t) +a(t)a'(t) 2 (az(t)

= . 50— 53 —b(t)+a'(t)] ]dt_oo (3.2)
f

ise Es. 3.1 denklemi salinimlidir.
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3.1.3. Teorem [9]

t?a’(t)

ta(t) <3 ve 1-t°h(t) + 3

+t%a’(t) >0

olsun. Eger

fl 2ta’(t) tha(b(t) o .\ 2 t*a(t)a’(t)
j{ ~ 3 +t2c(t) 3a(t)+tb(t)+—3

b

—ta’(t) _L(l—tzb(t) + %tzaz(t) +t2a'(t)j }dt =0

33t

ise Es. 3.1 denklemi salinimlidir.

3.1.4. Teorem [9]

(3.3)

ta(t) >3 ve 2ta(t)—t’b(t)+t’a’(t) > 2 olsun. Eger Es.3.3 saglaniyorsa Es. 3.1 denklemi

salinimlidir.
Ornek

t >1 i¢in li¢iincii basamaktan

n 1 n 1 ! 3
y (t)+;y (t)—t—zy (t)+t—3 y(t)=0

diferansiyel denklemi g6z Oniine alinsin. Teorem 3.1.3 {in tiim kosullar1 saglandigindan

Ve

denklem salinimlidir. Ozel olarak, y, (t) = t*? COS(73 logt

bu denklemin salinimli ¢oziimleridir.

J ve y,(t) =t>? sin[? Iogt}
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Ornek

t>1 i¢in tiglincli basamaktan
" 6 n 1 ! 25
y'0)+2y (-5 YO+ 7 y(1)=0

diferansiyel denklemi g6z oniine alinsin. Teorem 3.1.4 iin tim kosullart saglandigindan

diferansiyel denklem salinimlidir. Ozel olarak, y, (t) =tcos(2logt) ve v, (t) =tsin(2logt)

bu denklemin salinimli ¢éztiimleridir.

3.1.5. Teorem [7, Teorem 4]

Es.3.1 denklemi salmimmli bir ¢dziime sahip olsun ve limt®b(t) =0 olsun. Y(t), Es.3.1
t—oo

denkleminin salimimsiz bir ¢éziimii ise !im y(t) =0 dur.

3.1.6. Teorem [7, Teorem 5]

Es.3.1 denklemi salinimli bir ¢6ziime sahip olsun ve jc(t)dt:oo olsun. y(t), Es.3.1

f

denkleminin salinimsiz bir ¢éziimii ise !im y(t) =0 dur.

3.1.2. a(t)<0, b(t)<0 ve c(t)>0 Durumu
3.1.7. Teorem [10, Teorem 2.1]

b(t) <a'(t) olsun. Eger

27 3 330 3

S ey 8

2a’ (t) _ a(t)b(t) +c(t) _L[ﬂ —b(t) + a'(t)j :ldt =00 (3.4)
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ise Es. 3.1 denklemi salinimlidir.

3.1.8. Teorem [9]
—0 < !imta(t) <0 vel-t?b(t) +%t2a2 () +t?a’'(t)>0

olsun. Eger Es. 3.4 saglaniyorsa Es. 3.1 denklemi salinimlidir.
3.1.9. Teorem [10, Teorem 3.8]

Es.3.1 denkleminin salinimli ¢6ziimii ve sifira yaklasan salinimsiz bir ¢oziimii olsun. Bu

durumda Es.3.1 denkleminin tiim salinimsiz ¢oziimleri t — oo iken sifira yaklasirlar.

3.1.10. Teorem [10, Teorem 3.10]

Ia(s)ds;t—oo olsun. Bu durumda Es.3.1 denkleminin salinimli olmasi igin gerek ve

f

yeter sart Es.3.1 denkleminin tiim salinimsiz ¢Oziimlerinin { —o00 iken sifira
yaklagmasidir.

3.1.3. a(t)<0, b(t)<0 ve c(t)>0 Durumu

3.1.11. Teorem [11, Teorem 17]

a'(t) >0, b(t)—2a'(t) <0 ve c(t)—b'(t)+a"(t) <0 olsun. Eger

A2 a1 ity 2oy by a2 [ &0 e T
t{ 27a(t)+3a(t)b(t) c(t) 3a(t)a(t)+b(t) a’(t) . \/5( . b(t)+2a(t)j }dt

ise Es.3.1 denklemi salinimlidir.
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3.1.12. Teorem [9]

t?a’(t)

b(t)—2a'(t) <0, c(t)-b'(t)+a’(t)<0, ta(t)=-3 ve 1-tb(t)+ 5 +t2%(t) = 0
olsun. Eger

I[— ZIZ";“) ; tza(ts)b(t) _t2c(t) +§a(t) b))
—tza”(t)+t2b'(t)—%(l—t2b(t)+%t2a2(t)+t2a’(t)j }dt:oo (3.5)

ise Es.3.1 denklemi salinimlidir.

3.1.13. Teorem [9]

b(t)—2a'(t) <0, c(t)-b'(t)+a"(t) <0, ta(t)<-3 ve 2ta(t)+t?b(t)—t?a'(t)<—2 olsun.
Eger Es. 3.5 saglaniyorsa Es.3.1 denklemi salinimlidir.

Ornek

t >1 i¢in liglincii basamaktan
meey 0 n 1 .,. 63
y (t)—? y (t)—t—2 y (t)—t—3 y(t)=0
diferansiyel denklemi g6z oniine alinsin. Teorem 3.1.13 iin tiim kosullar1 saglandigindan

denklem salmimlidir. Ozel olarak, y,(t) = cos(~/7 logt) Ve vy, (t)=sin(+/7 logt) bu

denklemin salinimli ¢goztimleridir.
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3.1.4. a(t)>0, b(t)<0 ve c(t)<0 Durumu

3.1.14. Teorem [9]

b(t)—a'(t) <0, h(t)—2a'(t) <0 ve c(t)—b'(t)+a"(t) <O olsun. Eger

T{‘ 2a°(t)  amb(t) () +b(0) - a"(1) — 2a(t)a’(t)

" 27 3 3

5 az(t) ' 3/2 .
_%( ; —b(t)+a(t)j ]dt

ise Es.3.1 denklemi salinimlidir.

3.1.15. Teorem [9]

1-t%b(t) +%t2a2 (t)+t*a'(t) =0, b(t)—2a'(t) <0, c(t)-b'(t)+a"(t)<0 ve

0 <limta(t) < oo olsun. Eger Es. 3.5 saglaniyorsa Es.3.1 denklemi salinimlidir.
t—w

3.1.1. Lemma [8, Lemma 2.4.3]

y(t), Es.3.1 denkleminin salimmsiz bir ¢oziimii olsun. Bu durumda t>t, igin

y(t)y'(t) <0 veya y(t)y'(t) >0 olacak sekilde bir t, >, vardr.

3.1.1. Sonug [8, Sonug 2.4.2]

Es.3.1 denkleminin salininimli bir ¢6zlimii varsa Es.3.1 denkleminin sinirlt her ¢oziimi

salinimlidir.
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3.1.5. a(t)=>0, b(t)>0 ve c(t)>0 Durumu

3.1.16. Teorem [12, Teorem 2.3]

2c(t)—a(t)b(t)-b'(t) >0, ta(t) >3 ve 2ta(t)—t’b(t) +t?a’(t) > 2 olsun. Eger

{2t2a3 ®), t?a(t)a’(t)
3

, 2
= +tb(®)+to(t) ~ta'(t) 5 a()

STy 8

_tab) 2 (thaz(t)

3 5 3 +t2a'(t)—t2b(t)) }dt_oo (3.6)

ise Es.3.1 denklemi salinimlidir.
3.1.17. Teorem [12, Teorem 2.4]

2c(t)—a(t)b(t)—b'(t) >0 olsun ve Es. 3.6 saglansm. Eger ta(t) <3 ve

+t%a'(t)—t’b(t) >0

ise Es.3.1 denklemi salimimlidur.

3.1.18. Teorem [12, Teorem 2.5]

20(t) - a(b(®)-b (1) 20 ve Y

—b(t)+a’(t)>0 olsun. Es. 3.2 saglaniyorsa Es.3.1

denklemi salinimlidir.

3.1.19. Teorem [12, Teorem 2.6]

2¢(t) —a(b)b(t)—b'(t) > 0 ve &'(t) <0 olsun. Eger
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Tc(t)dt — o

ise Es.3.1 denklemi salinimlidir.
3.1.6. a(t)<0, b(t)>0 ve c(t)<0 Durumu
3.1.20. Teorem [9]

2c(t)—a(t)b(t)—b'(t) <0 olsun. Eger
Tb(t)dt =0

ise Es.3.1 denklemi salinimlidir.

3.1.21. Teorem [9]

2c(t)—a(t)b(t)—b'(t) <0 olsun. Eger t > o icin t?b(t) >1 ve

dt =0

TtPh(t) -1
=

ise Es.3.1 denklemi salinimlidur.

3.1.22. Teorem [9]

b)) -2 4ty <0 ve 220 MM, oy —% >0 olsun. Eger

3 27 3

+th(t) — t""z%

T{tha%t) _ta@b(t) o - t?a’(t)
27 3 3

b



2

iy & |1 42 12 2 21 e —
—ta'(t) 3@(1 tb(t)+3ta(t)+ta(t)] }dt

ise Es.3.1 denklemi salinimlidir.

3.1.23. Teorem [9]

22°(t) _amb@®) _ )b+ 202 22

b(t) - @ -a'(t)<0 ve

Eger

27 3 3

2t%a(t)a’(t) 2t*a’(t)

T 2t2a3(t) ta(t)b(t) et + £20'(t) -

; 3
vat) e 2 (0 Lo o V|

+b(t) ta'(t) 3@(1 tb(t)+3ta(t)+ta(t)j }dt—

ise Es.3.1 denklemi salinimlidir.

3.1.24. Teorem [13]

2¢(t) —a(t)b(t) —b'(t) <0 olsun. Eger

a(s)ds

j (2¢(t) - a(t)b(t) ~b'(t))e"

dt = -

ise Es.3.1 denklemi salinimlidir.

Ornek

t >1 i¢in liglincii basamaktan

17

<0 olsun.
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y(t) - y"(t)+[2+ jy(t) ( tizjy(t>=o (3.7)

diferansiyel denklemi ele alnsin. 2c(t)—a(t)b(t)-b'(t) = _tiz <0 ve J.b(t)dt =0
1

oldugundan Teorem 3.1.20 den Es. 3.7 denklemi bir salinimli ¢6ziime sahiptir. Teorem

3.1.21 bu denkleme uygulanabilir. Fakat

a(s)ds

I(Zc(t) a(t)b(t) —b'(t))e: = J.isd —oo  oldugundan Teorem 3.1.24 bu
1

denkleme uygulanamaz.

3.2. (r,(O)(r,®Y'®)) + ry,()y(t) = 0 Diferansiyel Denkleminin Salimimhhigi

Bu bolimde r(t)>0, r,(t)>0 ver,(t)>0 fonksiyonlari [o,00) araliginda ikinci

mertebeden tiirevlenebilir ve siirekli olan fonksiyonlardir.
3.2.1. Teorem [8, Teorem 2.7.3]
Eger

o0

[ r3(t)j r (15)} r (lu)dudsdt <o

b

ise

(LOEOY®)) +rOy® =0 (3.8)

diferansiyel denklemi salinimlidir.



3.2.2. Teorem [8, Teorem 2.7.4]

Eger

Tor 11
t{ r,(t) J o j mdudsdt <o

t 1
ise
(LM M®)Y'(®)) —rt)yt) =0
denklemi salinimlidir.

3.2.3. Teorem [8, Teorem 2.7.5]

i) Eger

© 1 t S 1
a) | ——|r,(s)| ——dudsdt <o
{[rz(t){[ ? E[rl u)

)Ir(t)

durumlarindan herhangi biri saglanirsa Es. 3.8 denklemi salinimsizdir.

i1) Eger

o0

tj tj v )jr (u)dudsdt < oo

(t)

19

3.9)
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durumlarindan herhangi biri saglanirsa Es. 3.9 denklemi salinimsizdir.

3.2.4. Teorem [8, Teorem 2.7.7]

Eger

T dt % odt
jea)zjqa):w

f )

ve

Trs(t)j:%dsdt —

to
ise Es. 3.8 denklemi salinimlidir.
3.2.5. Teorem [8, Teorem 2.7.8]

Eger

pdt _Tdt
ieﬂ)_jna)_

t

ve

dsdt =0

© t 1
tj rg(t)tj ®

ise Es. 3.9 denklemi salinimlidir.
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3.3. Lineer Olmayan Uciincii Basamaktan Diferansiyel Denklemlerin Sahmimhhig

1966 da Waltman [14],t > o i¢in liglincii basamaktan

y"(t)+b(t)y'(t) +c(t)y* (1) =0 (3.10)
Ve
y"(t)+b(t)y'(t) +c(t) f (y(t)) =0 (3.11)

lineer olmayan diferansiyel denklemleri i¢in salinimlilik teoremleri buldu. Burada
b(t) e C'([t,, ), R) ve c(t)eC([t,,©),R)) dir. Bu teoremler Es. 3.10 ve Es.3.11

denklemlerinin sifira sahip herhangi bir ¢dzliimiiniin salinimli olmas ile ilgilidir.
Bu boéliimde

(H1) b(t)>0 ve c(t)>0
(H2) b(t)<0 ve c(t)>0
(H3) b(t)<0 ve c(t)<0
(H4) b(t)>0 ve c(t)<0

seklinde dort farklt durum i¢in Es. 3.10 ve Es. 3.11 denklemlerinin ¢6ziimlerinin

saliimlilig1 ve salinimsizlilig1 incelenmistir.
3.3.1. Teorem [8, Teorem 4.1.1]

(H1) saglansin ve b'(t) <0 olsun. Eger
b'(t)>0, j b(t)dt = oo
t

veya
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j c(t)dt = oo
b

durumlarindan herhangi biri saglaniyorsa bu durumda T, > o ve herhangi bir t, > T, i¢in

Fly(t,)]=0olmak iizere [T,,0) araliginda Es. 3.9 denkleminin y(t) c¢oziimi

salinimlidir. Burada

FLy(®)]=(y'(1))* —2y(t)y'(t) -b(t) y*(t) (3.12)
dir.
3.3.1. Lemma [8, Lemma 4.1.2]

(H1) saglansm ve t>o icin b'(t) <0 olsun. F[y(t)], Es.3.11 de tanimlanmis fonksiyon
olmak tizere Y(t), Es. 3.10 veya Es.3.11 un F[y(t,)]=0 kosulunu saglayan ¢dziimii

olsun. Bu durumda Y(t) ya salimimlidir yada t >T igin

y(t)>0, y'(t)>0, y"(t)>0, y"(t)<0
veya
y(t) <0, y'(t)<0, y"(t)<0, y"(t)>0

olacak sekilde T >t vardur.

fu)

f, u=0 icin —Z> B>0 kosulunu saglasin ve « >0tek tamsayilarinoran: olsun. Bu
u

durumda Es. 3.11 icin Lemma 3.3.1 deki b'(t)<0 kosulundan daha zayif kosul olan

t>o icin

28c(t) —b'(t) >0 (3.13)
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kosulu ile degistirilebilir.

3.3.2. Teorem [15, Teorem 3.1]

Lemma 3.3.1 in kosullar1 saglansin, her t >0 i¢in tzb(t)s% ve a>1 olsun. Eger her
1 >0 icin

0

2 2 9 3/2
j {yt c(t)+tb(t)—3—J§t(1—t b(t)) }dt =0 (3.14)

b
ise Es. 3.10 denkleminin bir sifira sahip her ¢oziimii salinimlidir.

3.3.3. Teorem [15, Teorem 3.2]
Lemma 3.3.1 in kogullar1 ve Es. 3.12 saglansin ve her t >0 i¢in tb(t) S% olsun. Eger

o0

| {tzﬂc(t) +th(t) -%@(1—t2b(t))3’z}dt — (3.15)

f
ise Es. 3.11 denkleminin bir sifira sahip her ¢oziimii salinimlidir.

3.3.4. Teorem [15, Teorem 3.3]

Lemma 3.3.1 in kosullar1 saglansin, her t>0 igin t*b(t) S% ve a <1 olsun. Eger her
4 >0 igin

o0

2 2 ) 3/2
J.{,ut c(t)+tb(t)—3—\/§t(l—t b(t)) }dt:oo

f

ise Es. 3.9 denkleminin bir sifira sahip her sinirl ¢6ziimii salinimlidir.
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3.3.5. Teorem [15, Teorem 2.1]

a >1 olsun. Eger Es.3.13 saglaniyorsa Es. 3.9 denkleminin bir sifira sahip her ¢6ziimii

salimimlidir.
3.3.6. Teorem [15, Teorem 2.2]

a <1 olsun. Her x>0 igin Es. 3.14 saglaniyorsa Es.3.10 denkleminin bir sifira sahip her

¢Ozimii salinimhidir.

3.3.7. Teorem [15, Teorem 2.3]

f (u)

u=0 icin ——~ > >0 olsun ve Eg.3.15saglansin. Bu durumda Es. 3.11 denkleminin bir
u

sifira sahip her ¢oziimi saliimlidir.
3.3.8. Teorem [8]

(H2) saglansin, b(t) smirli olmak iizere b'(t) <0 ve & >1 olsun. Eger

° 2 3/2
tjo {c(t)—s—ﬁt(—b(t)) }dt — o0

ise Es. 3.10denkleminin sifira sahip her ¢oziimii salinimlidir.

3.3.1. Tanim

Es. 3.10 veya Es. 3.11 denkleminin her y(t) ¢6ziimii salinimli ya dat >t, > o i¢in
y(©)y'(®) <0, y(®)y'(t)>0

Ve
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!im y(t) = !im y'(t) = !im y"(t)=0
ise Es. 3.10 veya Es. 3.11 denklemi A o&zelligine sahiptir denir.

3.3.2. Tanim [8, Tanim 4.1.1]

Es. 3.10 veya Es. 3.11 denkleminin her y(t) ¢dziimii salinimli ya da yeterince biiyiik t

ler i¢in

y()y'®>0, y@y't)>0

ve

imly(0] =il 0] im0 ==

ise Es. 3.10 veya Es. 3.11 denklemi B 6zelligine sahiptir denir.
3.3.9. Teorem [8, Teorem 4.1.22]

(H3) saglansin ve b'(t) >0 olsun. Eger
j c(t)dt = —oo (3.16)
o

ise E$.3.10 denkleminin sinirli her ¢6zimii ya salimmhdir ya da t—00 iken sifira

yaklasir.
3.3.10. Teorem [16, Teorem 3]

(H4) saglansin, b(t) sl olmak iizere b'(t)>0 olsun ve Es. 3.15 saglansin. Bu

durumda Es. 3.10 denkleminin her sinirli ¢oziimii salinimlidir.



26



27

4. UCUNCU BASAMAKTAN LINEER OLMAYAN DIFERANSIYEL
DENKLEMLER UZERINE BiR CALISMA

4.1. Uciincii Basamaktan Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemler I¢in Sahmimhlik

Kriterileri

Shoukaku[1] nun makalesinde, lineer olmayan iigiincii basamaktan t >0 i¢in
y"(®)+at)y"(t) +b(t)y'®) + > c (e (y(o (1) =0 (4.1)
i=1

fonksiyonel diferansiyel denkleminin ¢oziimlerinin salinimliligi ile ilgilenilmistir. Bu

boliim boyunca, asagidaki sartlar kabul edilmistir:

(H1) i=12,...m icin a(t),b(t),c(t) € C((0,),[0,)).

(H2) je{l,2,...,m} icin o-j'(t) >0 Ve t>o(t) olacak sekilde bir pozitifo sabiti vardir,
Ayrica,1=12,...,m i¢in o;(t) € C([0,0); R) Ve!Lrgai (t)=co.

(H3) i=1,2,...m igin @ eC(R,R),s>0 i¢ing(s)=-n(s), $>0 ve je{l2,...,m}icin

@, (s)>0ve ¢/ (s) azalmayandr.
4.1.1.Tanim
Es.4.1 denkleminin ¢6ziimii olan fonksiyon

t, =min{0, I‘LQLD]{IQE o, (t)}}

olmak iizere herhangi birT, >t igin sup{|y(t)|;t >Ty} >0 kosulunu saglayan
y(t)eC3(D'y,oo);R) fonksiyonudur. Es.4.1 in bir ¢oziimii eger keyfi sayida yeterince

biiyiik sifirlara sahipse salinimli olarak adlandirilir, aksi halde salinimsizdir.
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4.1.2. Tanim

D, ={(t,s)eR*:t>s>t} ve D={(t,s) e R*:t>s>t} olsun,

(i) t>t icin H(t,t)=0; (t,s) e D, igin H(t,s)>0

(if) Her H(t,s) e D, i¢in %—S(t,s) =—h(t,s)H(t,s) olacak sekilde ikinci degiskene gore

turevlenebilen ve

w <0 sartin1 saglayan H € C(D,R) fonksiyonuna H sinifindandir
S

denir.

Hanan[16] in ¢alismasi yayinlandiktan sonrabir ¢ok yazar 6zel durumlarda igiinci
basamaktan diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salinimliligi konusundagenis c¢apta
arastirmalar yapmuistir[17-26]. Bu T{gilincii basamaktan diferansiyel denklemlerin
mekanik,fiziksel ve biyolojik problemlerde 6nemli uygulama alanlarina sahip olmalar1 ve

Es. 4.1 denkleminin kontrol teorisinde 6nemli bir rol oynamasinin sonucu olabilir.

On dokuzuncu yiizyilin ortalarinda; Maxwell, Watt’s Governorn kararlilik problemini
inceledi ve sabit katsayili liciincli basamaktan lineer diferansiyel denklemlerin kararlilik
kosullar1 hakkinda ¢ikarimlar yapti. Sonrasinda, Routh ve Hurwitz, giinlimiizde Routh-
Hurtwitz kararlilik kriteri olarak bilinen daha genel kararlilik kosullarin tiirettiler. 1976 da

Erbe [20], @ pozitif tek tamsayilarin orani olmak iizere

y"(t)+a(t)y" () +b(®)y'(t) +c®)y“(t) =0 (4.2)

denklemine ait ¢6ziimlerin salinimliliklar1 ve asimptotik davraniglar1 hakkinda ¢alismalar

yapti.

4.1.1.Teorem [20, Teorem 4.9]
aibt)+b'(t)<0  ve  Fly®)]=e"“[2y"(t)y(t) - y*(t) +b(t)y*(t)] olmak iizere

FLy(t,)]<0 iken y(t), Es. 4.2 nin asikar olmayan bir ¢dziimii olsun. Eger herhangi bir
0<A<1/2 i¢in
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(e*V7Z'(t)) +e O {b(t)z(t) + 1“t“c(t)z* (1)} =0 (4.3)
diferansiyel denklemi salinimli (Es. 4.3 {in biitiin ¢oztimleri salinimli) ise y(t) salinimlidir.

Agarwal ve digerleri [17], Aktas ve digerleri [18] ve Tiryaki ve Aktas [26] {liglincii

basamaktan lineer olmayan

(LOM@OY'®)) + pO)Y'[®) +aO)e(y(o(V)) =0 (4.4)

diferansiyel denklemini incelemislerdir. Aktas ve digerleri [18] her ¢6ziimiin ya saliniml

oldugunu ya da sifira yakinsadigini gosteren asagidaki sonucu elde etmislerdir.
4.1.2. Teorem[18, Teorem 3.1]

t - wiken

ds
r,(s)

Rl(t,to)=1%aoo,Rz(t,to)=j e

ve
p(1)20, ¢(t) = (M) LM+ (1) p(t) 20, #'(t)<0 ve Tpl(t)q(t)dt =0

olacak sekilde C([0,);(0,0)) da ¢(t) ve p(t) fonksiyonlarmin var oldugunu kabul

edilsin ve

(') +

p(t) .\ _
£ z(t)=0

denklemi salinimsiz olsun. Eger
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t 2
- B (s)
limsu s)q(s) ———= [ds=©
nsup | {pz( )~
olacak sekilde bir p,(t) € C*([0,);(0,)) fonksiyonu varsa Es. 4.4 {in biitiin ¢dziimleri ya

salimimlidir ya da t — 00 igin sifira yakinsar. Burada

_KR@MDWD) gy 4O Ro(o®.0

t
0= G p,(0) 10)

dir.

Es. 4.1 in sabit katsayilara sahip oldugu durumda, Teorem 4.1.1 deki a(t)b(t) +b’(t) <0 ve
Teorem 4.1.2 deki R,(t,t;) > durumlarinin saglanmadigimni gérmek kolaydir. Burada

Es. 4.2 denkleminin sabit katsayili oldugu durumlar1 da kapsayan bir salinim kriteri

bulmak miimkiin miidiir? Bu béliimde bu soruya olumlu bir cevap aranmustir.

4.1.1. Uyan

Shoukaku [1] nun makalesinde, Es. 4.1 in sabit katsayilara sahip oldugu durumda, Teorem
4.1.1 deki a(t)o(t)+b'(t)<0 wve Teorem 4.1.2 deki R,(t,t,)—>c durumlarinn

saglanmadigini iddia edilmektedir. Ancak bu iddialar dogru degildir.

Oncelikle bir sonraki lemmada kullanilacak ve temel sonuglari ispatlamak igin gerekli olan

(H4) a(t)>b(t)+1

sart1 saglansin.

4.1.1.L.emma

(H4) sart1 saglansin.
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t 0
A(t) = [a(s)ds ve x(t) = j e "9ds
0 t
olmak tlizere
[7()e"D ¢ (t)dt = oo (4.5)
0 i=1

ve Vt>t, i¢in y(t), Es.4.1 in salinimsiz bir ¢dziimii olsun. Bu durumda Vt >t, igin
y(®y') >0 (4.6)
olacak sekilde bir t; >0 vardur.

fspat

y(t), Es. 4.1 in salimimsiz bir ¢dziimii olsun. Genelligi bozmaksizin 1=12,...,m igin
y(t) >0ve y(o;(t)) >0 olsun. Eger Y(t) negatif bir ¢oziim ise —Y(t) nin Es. 4.1 in pozitif

bir ¢oziimi olduguna dikkat edilmelidir.

y'(t) nin salinimsiz oldugu iddia edilsin. Eger Y'(t) salinimliysa X(t) =—Y'(t) salinimlidir

ve
(e*(t)X'(1)) +b(t)e"x(t) = ici (t)e" Ve (y(oi(1)) >0 (4.7)
esitligini saglar. te(a,f) i¢in X()>0, X (B)<0 ve X(t)>0 olacak sekilde X(t),

t, <a < f olmak kosuluyla & ve B da ardisik sifirlara sahip olsun. Es. 4.7 denklemi e’

ile garpilip, [@, f] araliginda integralini alindiginda
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B B

[e @ Ox)ydt+ [b(t)e* x(t)edt >0

elde edilir. Kismi integrasyon alinirsa
B B

DX (B)— N X (@) + [ X ()t + [b(t)e"x(t)dt = 0

elde edilir. Tekrar kismi integrasyon almip X(«) = X(£) =0 kullanilirsa
B

ey (B) —eM X () > I e (a(t) —1-b(t))x(t)dt > 0

olur. X'(a)>0 ve X'(f) <0 oldugundan yukaridaki esitsizlik bir celiskidir. Sonug olarak,

X(t) salinimsizdir ve iki olas1 durum sdz konusudur.

Durum 1: Yeterince biiyiik her t icin x(t)<0 dir.X(t)=-Y'(t) oldugundan yeterince
biiyiik her t icin y(t) >0 iken y'(t) >0 dir.Sonug olarak,Es. 4.6 saglanir.

Durum 2: Yeterince biiyitk her t igin X(t)>0 dir. y(t)>0 ikeny'(t)<0 dir. ¢, sirekli

oldugundan
?;(y(o;(1)) <K,

olacak sekilde pozitif bir K sabiti vardir. Es. 4.7 den

(X () +bEOx() < K" Y e, () (4.8)

i=1

elde edilir.
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o(t) = x(t) + KOTe‘A(S)JS'eA(f)Zm:ci (£)d&ds (4.9)

olsun. Es. 4.8 den
("W p'(t)) < -b(t)e*Vx(t) <0

bulunur. Bu esitsizlikten, yeterince biiyiik her t icin ya 0'(t)>0 ya da v'(t)<0 oldugu

goriiliir. Es. 4.9 un tiirevi alinirsa

V'(t) = X'(t) — KOeA“’jeA‘S)ici (s)ds < X'(t) = —y"(t)

t i=1

elde edilir. Eger U'(t)>0 ise y'(t)<-0'(t)<0 dir. y'(t)<0 ve Y"(t)<0 oldugundan

!im y(t) =—0 olur ve bu da y(t) >0 olmas: ile gelisir. Sonug olarak, v'(t) <0 dir. v(t) >0

ve v'(t) <0 dan

K, > 0(t) > Ky [e " [eXOD ,(£)déds
t t i=1

- KOT(—z(s»'Ue’*‘i’ici(f)d é}ds > K, [ 79 030, ()0

olacak sekilde K, >0 sabiti vardir. Bu da Es. 4.5 ile gelisir. Sonug olarak, durum 2

gerceklesemez. Ispat tamamlanir.

Bir sonraki lemmada
(H5) b(t)>a'(t) olacak sekilde bir a(t) e C* ((O, «);[0, OO)) vardr.

varsayimi kullanilmistir.
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4.1.2. Lemma

(H5) ve Es. 4.5 in saglandig1 kabul edilsin. Eger y(t) ,Es. 4.1 in salinimsiz bir ¢oziimii ise

Es. 4.6 y1 saglayacak sekilde bir t, >0 vardur.

fspat

y(t) nin Es. 4.1 in salinimsiz bir ¢dziimii oldugu kabul edilsin. Genelligi bozmaksizin

1=12,...,m i¢in y(t)>0 ve y(o;(t)) >0 oldugu varsayilsin. Eger Y(t) negatif bir ¢6ziim

ise —Y(t) Es. 4.1 in pozitif bir ¢dziimiidiir.

Y'(t) nin salimmmsiz oldugunu iddia ediliyor. Eger Y'(t) salmimmliysaXx(t)=-y'(t)

salinimlidir ve

X"(t) + a(t)x'(t) + b(t)x(t) = 0

(4.10)

esitsizligi saglanir. X(t), X(a)20 ve X(B)<0 olacak sekilde t,<a</f olmak

kosuluylacve S da ardisik sifirlara sahip olsun. Es. 4.10 ——e€®

araliginda integrali alinirsa

7b(s) 7b(s)
B 1 sz)ds ) tIz)ds
I —e*  xX"(t)+|e°  x(t)| dt>0
> | a(t)

olur. Kismi integrasyon alinirsa

1 j‘wds
a0) ile carpilip [, ]
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esitsizligi elde edilir. X(a)=X(f) =0 oldugu kullanilirsa

Lot Th(t)
1 {[%dt ' 1 J%dt ,
0>——e" X'(f)———e" X'(a)
a(p) a(a)
tb(s) '

des
X'(t)dt > f%(ta)(t))et{ a(s)

——~ds
(s)

B 1 a
> j = b X'(t)dt
.| a)

olur bu da [e, ] araliginda X'(t) <0 olmasim gerektirir. Ispatin geri kalan kism1 Lemma

4.1.1 dekinin aynisidir. Dolayisiyla ispatin geri kalan kismina yer verilmemektedir.
4.1.2. Uyar

Lemma 4.1.2 nin ispatinin sonunda Shoukaku [1] x'(t)<0 oldugunu ispatlamistir. Bu

ispatin yanlis oldugu tezin 5. boliimiinde ele alinmistir.
4.1.3. Teorem

(H1)-(H4) ya da (H1)-(H3), (H5) in saglansin. Eger Es. 4.5 saglanir ve yeterince biiyiik her
T >0 igin [T,0) arahiginda i =1,2 icin

’ l l 2
z (t)+§%2 (1) <-Qi(t)

Riccati esitsizliklerinin ¢oziimii yoksa Es. 4.1 in her ¢dziimii salimmlidir. Burada i=1,2

icinve Je{l,2,...,m}icin

1

R(t)=1, Ql(t):—%az(t)+b(t)+chj(t)’ Pz(t):m’
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2 oj(t)
Q,(t) =c; (t)e*® —%[Méal(t)q ve A(o(t) = J' 0 A6)ds
dir.
fspat

y(t), Es. 1.1in t, >T >0 olmak kosuluyla [t,,) araliginda salinimsiz bir ¢dziimii olsun.
Boylece t>t igin Y(t)>0 ve i1=12,..,m igin y(o;(t))>0 olacak sekilde bir t >t,
vardir. Sadece bu durumu gdz oniine almamiz yeterlidir. Ciinkii Y(t) <0 durumunda da

ispat benzerdir. Es. 4.1 den her j€1,2,...,m i¢in

(X0 +b(Be Oy (1) +c, (e Vg, (y(o, (1)) <O

olur.Lemma 4.1.1 ya da Lemma 4.1.2 ye gore Y'(t)>0 dir. Yukaridaki esitsizlikten
(" Vy"()y <0

olur. Boylece, y"(t) >0 yada y"(t) <O dur. ilk olarak, y"(t) <O oldugu kabul edilsin.

eA(t)yN(t)
ty=— 2 \/
“O="T0

olsun. Bu durumda

(ey'®)

/t _
0=

e "Ow(t)

—e Ay, Z(t) < _b(t)eA(t) iy (t)eA(t) ?; (y(o-j 1)) B
1 ’ y'()

olur. Diger taraftan,

y(t) =K, ve y'(t) <K,
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olacak sekilde K, ve K, sabitleri vardir.
! t) < bt I<O t A(t) —A(t)yp, 2 t
W, (8) < —| b(t)+-=c; (1) e —e (1)
1

oldugunu goérmek kolaydir. Bu esitsizlik e " jle carpilirsa

(e Ow (1)) +a(t)e *Ow(t) < —(b(t) - %c J- (t)J ~(eOw(t)) (4.11)

1

esitsizligi elde edilir. Holder esitsizliginden
1 _
la(tye Ow (1) < > (a2(t) + (e " Ow ())? (4.12)

dir. Es. 4.12, Es. 4.11 de yerine yazilirsa

1

(efA(t)Wl(t))' +%(EA(t)Wl(t))2 < _(—%az(t)+b(t)+%cj(t)] (4.13)

olur. Buradane *®w,(t) nin Teorem 4.1.3 deki esitsizligin bir ¢dziimii oldugu agiktir.

Ardindan y"(t) >0 oldugu kabul edilsin.

wy ()=S0
o.(y(o,(1))
olsun
A(t) \,m ! ’ , ’
P Gl UC) I (G O)Y (e, 1))
0.(y(o,©) 0 2(¥(o,(1))
_ b(t)y'(t) _ . (D)eAV _gAO (¢ GKOy'(Gj(t)) 414
oo, 0 YO S e o) (.19
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esitsizligi elde edilir. (6*Vy"(t)) <0 oldugundan

e o, (1)
y!(t) > y/(O_J (t)) > J‘ e—A(S) (eA(S)y”(S))dS > eA(O'j (t))y”(o_j (t)) I e—A(S)dS
t to

O'J'(t)

>e"Vy'(t) [ e 9ds=e"Vy"(H)A (o;(1)
t

olur. Bu bagintiy1 kullanarak, Es. 4.13 yeniden

W, (8) <-b(t) A (o (D)W, (1) —¢; (e — oK, A (o ()W, (t)

seklinde yazilir. Holder esitsizligi uygulanirsa

b(t)A (o;(1)))*
oK, A (o, ()

EOLYCAIAG s%[ +oK,A (o, (t)Jsz(t)

olur. Buradan da

b*(1)A (o (1))

oK,

w, (t) < %{ ]—c J(t)er® —%UKZAE(GJ. O)W,(t) (4.15)

oldugu kolayca goriiliir vew,(t) nin Teorem 4.1.3 deki esitsizligin bir ¢6zimi olmasi

anlamina gelir. Bu da varsayim ile ¢elisir ve ispat tamamlanir.
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4.1.3. Lemma[27, Teorem 4]

Eger T, 2T, i¢in

1(p-1)

o 1|8 Y
.[ M dt <o dt =0 vej¢(t)d(t)dt=oo

i 0 i pOn) T

olacak sekilde bir ¢(t) € C*([T,,);(0,0)) fonksiyonu varsa 5 >1, p(t) e C([T,,%);(0,))

ve q(t) e C([T,,); R) olmak iizere

x'(t)+1_i|x(t)|" <—q(t) (4.16)
P o)

Riccati esitsizligi yeterince biiyiik T igin [T,0) araliginda ¢dziime sahip degildir.

v e ([T,©);R) olmak iizere t >7>T icin
A (0,1) = [H(t s)u(s) p(s)ds

ile tanimli integral operatoriic A” olsun ve p(s)eC*([0,%);(0,0)) olsun. A’ (v,t)nin
lineer ve pozitif bir operatdér oldugunu gdrmek kolaydir. Ek olarak, A”(v,t) asagidaki

kosullar1 saglar:
(H6) k., k, eR igin A?(ko, +k,0,;1) =k A’ (0;r)+ kA (0y;1),

(H7) v>0 i¢in A’ >0,

(H8) A’ (Vsr)=—H(r,7)u(r) p(z) + A? [(h —Eju; rj :
P
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4.1.4. Lemma[28, Teorem 1]

Eger
p-171| plr
. - - -1 p A1
limsup A’lg———=p |h- it =00
to0 H( ,T) yij 0

ise Es. 4.16 nin yeterince biiyiik T icin [T,0) araliginda ¢6ziimii yoktur.

4.1.4. Teorem

(H1)-(H4) ya da (H1)-(H3), (HS) sartlarinin saglandigi varsayilsin. Eger Es 4.5 saglanirsa

ve

=12 igin [¢,()Q (H)dt =0, TL%}“ Ve |5 oa0 P( t)¢(t)

olacak sekilde 1=1,2 igin ¢ (t) e C*([T,,);(0,00)) varsa Es. 4.1 in her y(t) ¢dziimii

salinimlidir.
Uygulama

Gazlarin kimyasal reaksiyondaki karigimlarinin akisi, solar atmosfer diger yildizlarin
atmosferleri ve roket motorunun yanma odasindaki gaz akist gibi konulardaki cesitli
problemlerin incelenmesinde fonksiyonel bir rol oynar. Gazlarin belli tiirleri igin kiiglik

bozukluklarin gaz lizerindeki yayilmasini zaman degiskeni t ye bagli olarak
y"(t)+ay"(t) +by'(t) +cy(t) =0

diferansiyel denklemi ile agiklandigi gosterilebilir. Denklemdeki a, b ve c sabitleri
pozitif reel sayilardir. Bagimsiz degisken Y(t) gazmn basinci ile orantihdir. a,b vec

sabitleri genellikle ve gazin degismez ve dengedeki ses hizi ile ilgilidir. Fiziksel

ozelliklerden b>c oldugu bilinmektedir. Eger diferansiyel denklem asimptotik olarak
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kararli ise gazdaki biitiin bozukluklar sonunda mutlaka aciga ¢ikar. Ciinkii kimyasal
reaksiyonlar tarafindan meydana gelirler. Eger diferansiyel denklem asimptotik olarak
kararli degil ise bozukluklar t sonsuza giderken (t — o) acifa ¢ikmazlar. Sok dalgalart

gaz formunda olabilirler. Boylece t > 0 igin li¢iincii basamaktan

y"'(t)+§y"(t)+%y'(t)+%y(t) -0 (4.17)

diferansiyel denklemi gbz oOniine alinsin. Burada a(t)=%, b(t)=% ve C(t)=% dir.
ab=c oldugunu géormek kolaydir. Bu da Es. 4.17 nin asimptotik kararli olmadigin
gosterir. b(t) > c(t) ve

3 5
a(t):Z<Z:b(t)+l

oldugundan (H4) saglanmaz fakat (HS) saglanir. Basit bir hesaplamayla

At 3 —3t/4 3t/4 3
j z(t)e*Oc(t)dt = j [4 j(e )(Ej dt = oo

oldugu goriiliir. ¢ (t) =t'> ve ¢,(t) =e™ segilirse

1, Y
1.1 =t~
TR ) . T (2 j R R
J 4(0) =[St | P(t)¢1(t j

Ao = 3 Jo=e

3 (_ 1 e]
]“Pz(t)@'(t)z dt=| 41-e*")\ 2
4,(t)

e

dt <o
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ve
T dt -

3 12
4(1 e73t/4)

P (t)¢2 (t)

oldugu ispatlanir. Boylece Teorem 4.4 den Es. 4.17nin her ¢6ziimii salinimlidir. Ek olarak,

y(t) =sin % , Es. 4.17 nin salinimli bir ¢éztimidiir.

4.1.3. Uyar

Shoukaku [1] makalesinde Es. 4.17 denkleminin her ¢dziimiiniin salinimli oldugunu iddia

edilmektedir. Bunun yanlis oldugundan tezin 5.boliimiinde bahsedilmistir.
4.1.5. Teorem

(H1)-(H4) ya da (H1)-(H3), (HS) in saglandigini varsayilsin. Eger

limsup

o H(t T)Afp(Q p" __‘ J

ise Es. 4.1 in her ¢6zlimii salintmlidir.
Simdi t>0 ve i=1,2,...,m i¢in o;(t) >t olmak {izere Es. 4.1in lineer oldugu

y"()+a(®)y"(t) +b(t)y'(t) + ici 0)y(oi(t)) =0 (4.18)

durumu goz 6niine alinsin.
4.1.1. Sonug

(H1)-(H4) ya da (H1)-(H3), (H5) in saglandigini kabul edilsin. Eger Es. 4.5 saglanirsa ve
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0

2 o 1 2 (2 gy e |t oo
IEa(t)—éa(t)b(t)wj(t)—ﬁ( 3 (0 a(t))j }dt

saglanirsa Es. 4.18 in her ¢6ziimii salinimlidir.

fspat
y(t) nin Es. 4.18 in salinimsiz bir ¢6ziimii oldugu kabul edilsin. Lemma 4.1 ya da Lemma

4.2 den y(t)y'(t) >0 olur. u(t),

bY@
"=

seklinde tanimlansin. Boylece

ey Y ) YOY'®)
u"(t) = vt V(D 2u'(t)u(t)

< —a(t)u’(t) —3u’(t)u(t) —[u®(t) +a(t)u®(t) + b(t)u(t) +c;(t)]
oldugu goriiliir ve boylece

m%o+§uﬂo+aawan'

< (u3(t)+a(t)uz(t)+(b(t)—a’(t))u(t)+cj (t)) =—F(u(t),t) (4.19)

olur. u(t) >0 igin F(u(t),t) nin

o) —a(t)+,fa (t);3(b(t)—a’(t))

de bir minimum deger aldig1 goriiliir. Bu ve Es. 4.19 birlikte
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/() +2u° () +aOUEOT

2 L 5 az(t) ' 3/2
<- Ea(t)—ga(t)b(t)+cj(t)—ﬁ( 2 —(b(t)—a(t))j }

olmasini gerektirir. [t,,t] araliginda integrali alinirsa

(O = Ut + U () +a )

t

N £a3(s)—%a(s)b(s)+c,-(s)—i(a (S)—(b(s)—a'(s))] ]ds

1|27 33 3

olur. Buradan yeterince biiyiik t ler icin U(t) <O olmasimi gerektirir. Bu celiski ispati

tamamlar.
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5. UCUNCU BASAMAKTAN LINEER OLMAYAN DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN SALINIMLILIK KRITERILERI iCiN YENI BIiR
KOSUL

Bir onceki bolimde incelenen c¢alismada Onemli sonuglar bulunmasina karsin
Shoukakunun c¢alismasinda bazi hatalar vardir. Tezin bu bdliimiinde bu hatalar
vurgulanmis ve en sonda Lemma 4.1.2 deki hatay1 diizeltmek i¢in yeni bir kosul onerisi

getirilmistir.

Tezde t >0 i¢in
y"(t)+a(t)y"(t) +b(t)y'(t) + ici M@ (y(o;(1)) =0

diferansiyel denkleminin ¢oziimleri tizerine ¢alisma yapilmistir. Lemma 4.1.1 deki ispat
dogru yapilmasma karsin Lemma 4.1.2 de hata yapilmistir. Daha sonraki kisimlarda
Lemma 4.1.1 ve Lemma 4.1.2 dogru kabul edilerek teoremler ispatlandigi i¢in bu
teoremler de Lemma 4.1.2 diizeltilmedigi siirece hatalidir. Ayrica makalenin uygulama
kisminda verilen ornekte Teorem 4.1.4 {in kosullar1 saglandigindan Ornekte verilen
denklemin tiim ¢ozlimlerinin salinimli oldugu s6ylenmistir. Fakat bu iddia dogru degildir.

Ciinkii 6rnekte verilen denklemin salinimsiz bir ¢oziimii vardir.

Lemma 4.1.2 nin ispatinda (H1), (H2), (H3), (H5) ve Es. 4.5 dogru kabul edilerek Es. 4.1
in salinimsiz bir ¢6ziimii olan Y(t) igin Y(t)y'(t) >0 oldugu ispatlanmaya calisilmistir.
Tezin 6nceki boliimiinde bu ispat anlatilmistir. Ispatin son kisminda ise

a

A0) b(t) £b(s)
Lo 1 Lot fem-am) fao®
Ozme X'(S) me X(a)ziaz—(t)e X'(t)dt

esitsizlikleri elde edilmistir.
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B ' ‘@ds
(b0 —atO), 0" <0
. a(t

oldugundan dolayr [a,f] araligimda X'(t)<0 oldugu soylenmistir. Fakat bu dogru
degildir,
Makaledeki (H5) kosulu yerine

b'(t) —a(t)a"(t) —3b'(t)a’(t) + 2(a'(t))* + b(t) <0

(F57) 20

kosulu getirilirse Lemma 4.1.2 ¢aligir.

Lemma

(H5*) ve Es. 4.5 dogru olsun. Eger Y(t), Es. 4.1 in salimimsiz bir ¢oziimii ise Es. 4.6

saglanacak sekilde t; >0 vardur.

fspat

y(t) nin Es. 4.1 in salimimsiz bir ¢dziimii oldugu kabul edilsin. Genelligi bozmaksizin
1=12,...,m igin y(t)>0 ve y(o;(t))>0 oldugu varsayilsin. Eger Y(t) negatif bir

¢oziim ise —Y(t) Es. 4.1 in pozitif bir ¢dziimiidiir.

y'(t) nin salinimsiz oldugunu iddia edilsin. Eger Y'(t) salinimliysax(t)=-y'(t)

salinimlidir ve

X"(t) + a(t)X(t) + b{t)x(t) > 0
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esitsizligi saglamir. X(t), X'(2)=0 ve X(B)<0 olacak sekilde t,<a </ olmak

tb(s)
1 (s)
kosuluylac ve £ da ardisik sifirlara sahip olsun. Es. 4.10 %e“’a ; ile carpilip [(Z , ﬂ]
araliginda integrali alinirsa
t b(s) . 1@ !
AN t@d y 2"
[l == X'+ e x| dt=0
.| a(t)
olur. Kismi integrasyon alinirsa
Zo(s) “h(s) b(s) '
1 J.—ds (S)ds B %d
— (ﬁ)——e’O X (a) > j ——_gb X'(t)dt
a(ﬂ) a(a) o | at)

esitsizligi elde edilir. X(a)=X(f) =0 kullanilirsa

. f%m L [
OZmetU X(ﬁ)—meto X(Ot)
s 1 joe 2 (b(t) - a(t))j
zj ——_gb X'(t)dt > j —e ’(t)dt
.| a (t)
elde edilir.

T—(b(t;;(?)’(t»’e’j"%X’(t)dt <0
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b(t)-a'(t j()
esitsizligindeki  integralde  u=20=3MW O G o xtydt  alnarak  kismi

a’(t)

integrasyon kullanilirsa

OZ—J' (b'(t)—a"(t))a’(t) —2a(t)a’(t)(b(t) - a(t)) Ia(ii b(t) a'(t) b(t) fa() ()t

a*(t) a’(t) a(t)

_ jb(t)a(t) a’(t)a(t) —2a'(Ob(t) + 2(a'(1)° +b* (V) ~A (b, fa<s§ A

u a’(t)

_ fb(t)a(t) a’(t)a(t) —3a'(t)b(t) + 2(a'(t))* +b’ (t) f (t)dt

@ a’(t)
olur. Bu da celiskidir. ispatin geri kalan kism1 Lemma 4.1 ile aynidur.

Makalenin uygulama kismindaki 6rnekte
3 1 3
"O+=y'M)+=Yy' ) +—=y(t)=0
Yy O+ Y O+, y O+ v

diferansiyel denklemi incelenmistir. Bu Ornekte Teorem 4.4 iin tiim Kkosulari
saglandigindan bu denklemin tiim ¢dzlimlerinin salinimli oldugu iddia edilmistir. Oysa
o t ot AV
denklemin ¢6ziimlerinin e 4 , COSE ve SmE oldugu agiktir. y(t)=e 4 ¢ozlimiiniin ise
salinimli olmadig agiktir. Dolayisiyla Teorem 4.4 {in hiikiim kismindadenklemin en az

bir ¢oziimiiniin salinimli oldugu séylenmelidir.
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6. SONUC VE ONERILER

Tezde oncelikle diferansiyel denklemlerle ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.
Daha sonra ii¢lincii basamaktan diferansiyel denklemlerin salinimliligr ile ilgili tanim ve
bazi denklemlerin salimimlilig: ile ilgili bazi sonuglar sistematik bigimde verilmistir.
Dordiincii ve besinci boliimlerde yakin zamanda yayimlanmis bir makale incelenmis ve
bu makaledeki hatalar vurgulanmistir. Makaledeki hatali lemma nin yerine yeni ve
orijinal bir kosul Onerisi getirilmistir. Arastirmacilar bu Oneriden yararlanarak belli

denklem siniflart ile ilgili yeni ¢alismalar yapabilirler.
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